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Famiglie di curve a un parametro e integrazione
Definizione 1 Sia 𝛾𝑠 una famiglia di curve regolari (orientate) per 𝑠 ∈ [0, 𝑠0]. Diremo
che 𝛾𝑠 tende a 𝛾0,

lim
𝑠→0

𝛾𝑠 = 𝛾0 ,

se esiste una famiglia di parametrizzazioni regolari 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ↦ 𝑧𝑠(𝑡) ∈ ℂ tali che

sup
𝑠,𝑡

|𝑧′𝑠(𝑡)| < +∞ , e lim
𝑠→0

sup
𝑎≤𝑡≤𝑏

(
|𝑧𝑠(𝑡) − 𝑧0(𝑡)| +

(
|𝑧′𝑠(𝑡) − 𝑧′0(𝑡)|

)
= 0 . (∗)

Lemma Sia 𝛾𝑠 una famiglia di curve regolari che tende a 𝛾0 e 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾,ℂ), dove 𝐾 è un
compatto che contiene

⋃

0≤𝑠≤𝑠0

𝛾𝑠 . Allora,

lim
𝑠→0

∫
𝛾𝑠
𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫

𝛾0
𝑓(𝑧)𝑑𝑧 .

Dimostrazione Sia𝑀 > 0 tale che

sup
𝑠,𝑡

|𝑧′𝑠(𝑡)| < 𝑀 , sup
𝐾
|𝑓| < 𝑀 . (1)

Fissiamo 𝜀 > 0 e sia 𝛿 > 0 tale che1

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑤)| < 𝜀
2𝑀(𝑏 − 𝑎)

, ∀ 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐾 ,C𝑜𝑛 |𝑧 − 𝑤| < 𝛿 . (2)

Sia ora 𝑠 ∈ (0, 𝑠0) tale che2

sup
0<𝑠<𝑠
𝑎≤𝑡≤𝑏

|𝑧𝑠(𝑡) − 𝑧0(𝑡)| < 𝛿 , sup
0<𝑠<𝑠
𝑎≤𝑡≤𝑏

|𝑧′𝑠(𝑡) − 𝑧′0(𝑡)| <
𝜀

2𝑀(𝑏 − 𝑎)
. (3)

Allora, se 0 < 𝑠 < 𝑠, da (1), (2) e (3) segue che

|||||∫𝛾𝑠
𝑓(𝑧)𝑑𝑧 − ∫

𝛾0
𝑓(𝑧)𝑑𝑧

||||| =
|||||∫

𝑏

𝑎

(
𝑓(𝑧𝑠(𝑡))𝑧′𝑠(𝑡) − 𝑓(𝑧0(𝑡))𝑧′0(𝑡)

)
𝑑𝑡
|||||

≤ ∫
𝑏

𝑎

(
|𝑓(𝑧𝑠(𝑡)) − 𝑓(𝑧0(𝑡))| |𝑧′𝑠(𝑡)| + |𝑓(𝑧0(𝑡))| |𝑧′𝑠(𝑡) − 𝑧′0(𝑡)|

)
𝑑𝑡

≤ 𝜀
2𝑀(𝑏 − 𝑎)

𝑀(𝑏 − 𝑎) +𝑀 𝜀
2𝑀(𝑏 − 𝑎)

(𝑏 − 𝑎) = 𝜀 .

1Tale 𝛿 esiste per il teorema di Heine–Cantor.
2Tale 𝑠 esiste per la Definizione 1.


